Résumén°® 1. |Généra|itéssur Iesfonctions|

1-Elémentsde symétrie
On considére une fonction f définie sur une partie Ecentréeen a
-Q( a,b) est un centre de symétriede ( C;) s et seulement s pour tout XD Eona f(a+x)+f(a—x)=2b
- (D): x=a est un axede symétriede ( Cs) s et seulement s pour tout Xd0Eona f(a+ x)=f(a-x).
2- Limiteset fonctionsusuelles
-On appelle fonction usuelle toute fonction polynome,fraction rationnelle, trigonométrique ,
racine carréevaleur absolue aind que lasomme ,le produit et le guotient de deux de ces fonctions .
S f unefonction usuelle, s f est définie en xo alorslalimitede f quand x tendversxg est f(xo)
- Soit f une fonction quelcongue non définie en Xy .Si pour X Z Xpon af(x) = g(x) ou g est une fonction
usuell e ,alorsla limite def quand x tend vers X est égaleag( Xo )
3-_Théoremesdit " de comparaison”
o désgne soit un réd soit 1'un des symboles+o ou —o et £ est un réd quelconque .
Soient f, u, v trois fonctions définies au voisinage de a .
- Sipour x voisindea ona f(x) = u(x) et s Ix|rg u(x) =+ alors Ixirgf(x) =+

- Si pour x voisndea ona f(x) su(x) et s limu(xX) =—o aors lim f(x) = —oo
- Sipour xvoisndea onalf(x) — ¢ [ku(X)ets limu(x) =0,aors lim f(x) = {
- Sipour x voisinde a onau(x) <f(x) sv(x) et s limu(x) = limv(x) = £, aors lim f(x) = {

4- Limites et opérations usuelles
- Limite d'une sommne : Pas de problemessauf dans le cadela Forme Indétemminéé’ +oo — 0",
- Limited'un produt : Une FormeIndéterminée" 0 x oo ",
Autres c& S une des deux fonctions tendvers Ole produt auss.
Si une fonction tend vers l'infini e produit tend verslinfini "régle dessignes” .
- Limited'unquatient : Deux Formes Indéterminées "0/0" et" co/0™ dans les autres cas:
Si le dénominateur tend versl'infini ,le quotient tendsvers0,Si le dénominateur tend vers 0, le quotient tend
vers|'infini "régle dessgnes’ .Dans ce dernier cas on déterminera avec pédsion le signe du dénominateur.
5- Théoremes généraux relatifs a certains casd'indétermination
-Lalimite d'un polynéme lorsgue x tend vers +o ou — « est égale a lalimite de son terme deplus haut degré .
-Lalimite d'une fradion rationnelle lorsgue x tend vers + oo ou — oo est égale a lalimite du quotient
destermmesde plus haut degré de son numérateur et de son dénominateur
-Dansle cas dexpressons comportant des radicaux et se présentant souslaformeindeterminée™ +oo — oo™
ou "0 x co ", .0n pourra utili ser I'expresson conjuguéeou la mise en facteur du terme dominant ou les deux.
- Pour desformesindeterminées du type"0/0" ,on pourra utili ser une limite usuelle ou un taux d'acaoissement.
6- Limitesrelatives aux fonctionstrigonométrigues
. dnx _ . tanx _ . 1-—cosx _ . 1—cosx _ 1
lim——=1 lim =1 lim =————=0 lim ———= 3
x-0 X x-0 X x-0 X x-0 X 2
7- Théoreme de composition des limites et changement de variable
o B,y désignent trois réds ou les symboles + o ; — oo .Soient f et g deux fonctions .
On suppose que f(x) est défini au voisinage de a et que g(x) est défini au voisinage de 3 .
S lerg fx)=p et Ixirg g(x) =y, dors lerg (g-f)X¥=y.

Ce théoreme sutili se sous la forme du changement de variable, on appelle X I'expresson a changer ,

on explicite s nécessaire le changement rédproque ,on détermine lalimite de X lorsgue x tend vers a, puis
on utili se un résultat connu.

8- Asymptotes
o désignel'un dessymboles +o ou — ,a et L deux réds, f est une fonction définie au voisinage @ o ou dea.

S limf(x) =L dorsladroite ( D) : y =L est une asymptote horizontale a (Cs) .
S lim f(xX) = a dorsladroite (A): x=a est une asymptote \erticalea (C;) .
S lim f(xX)—(mx+ p)=0,ondit queladroite (D): y=nmx+ p est une asymptoteobliquea (Cs).
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Résumé n°® 2: | Continuité et dérivabilité|

1-Continuite
Soit f unefonction et | un intervalleinclusdansle domane D § de cete fonction f

- Soit X, un point de | ,on dit que fest continueenx, s et seulement s limf(x) = f(x,) .
X=X

- Ondit quef est continue sur | 9 et seulement g elle eg continue en tout point de |
- Lesfonctions usuelles sont continues sur tout intervalle antenu dans leur domaine de définition
- lacomposée de dex fonctions usielles et unefonction continue.
-Théoreme des valeurs intermédiaires.
Sait f unefonction continue sur un intervallel =[a, b] (a<b).
Soit k unréd quelconquecomprisentref (a) et f (b)
Alors il existeaumoins un réd ¢ compris entreaetbtel quef(c) =k.
-conséquence:l'image d'un intervalle | par une fonction continue est un auss un intervad le
-Théoréme dela bijection
Soit f une fonction mntinue et grictement monaone sur l'intervalle 1=[a ,b] (a<b)
Soit k unréelquelconque comprisentref (a) et f (b) .
Alorsl!' équation f(x) = k admet une solution unique dansl'intervalle [a, b].
On résume cecien disant quef rédise unebijedionde[a, b] sur[ f (a), f(b)] ou [ f (b), f ()] sdon que
f soit croissante ou déaoissante sur cet intervalle .
- Principe delocali sation:
S f est continue et strictement monotonesur | =[a, b] ets f(a) x f(b) <0
Alorsl'éguation f( x) = 0 admet une solution unique dans| = [a, b]
2- Dérivation
-Soit f unefonction définie sur un intervalle | indusdans D, ,et soit a un point del.

Ondit quef est dérivableen | 5 et seulement s |e taux d acaoisement def en a,
_ f¥-f@@ _ f(a+h)-f(a)

Ta( f ) - X—a - h

Cettelimite! est appeléenombre dérivédefena, onlanotef'(a) .

-Lafonction qui atout point de cet intervalle asscie le nombre dérivéf '( a) ,delafonction

f encepoint est appeléefonction dérivée def , onlanote f'

-Lesexpressons f(x) = f(a) + (x—a).f'(a) + (x—a).e(x—-a) avecxlimas(x—a) =0

e f(x+h =f(@+h.f'(a)+he(h) avec hIimoe(h):o.

Sont appelées développements limités al'ordre 1 de lafonction f au voisinage de a.

-Toute fonction dérivable en unpoint a est continue ence point ,masla rédproque est faus<e .

-Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle ouvert | et k un réd .
(utv)'=u'+v', (uxv)'=uxv+uxv , (ku)'=kxu'

v u.v-u.v

V2 V2

- Soit u une fonction définie et dérivable sur un intervalle | ,eta valeurs dans un intervalle J.
Soit v unefonction définie et dérivable sur cetintervalle J .

Alorslafonction v. u est dérivablesur | avec (vo u)' = U x(V - U)

- Lesfonctions : polyndmes, fradions rationnelles ,trigonométriques ainsi que leurs composées et cdles qui
sen dédusent par les opératios usielles sont dérivabdes sur tout intervalleinclus dans leur domaine.

- Sif est dérivable en a alors (C; ) admet au point A(a, f ( @) une tangente déquationy =f '(a)(x —a) + f(a)
S lalimite du taux dacaoisement estinfinie quand x tend vers a aors (Cf ) admet au point A( a,f( @)

unetangene verticde.
- Soit f dérivable sur unintervallel:
Sif'est positive sur | dors f est croissante sur |
S f'est négativesur | dorsf est déaoissantesur | et s f'est nulle sur | dors f est constante sur |
-Soit f dérivable sur un intervalle ouvert | contenant x, f admet en x, un extrémum locd s et seulement §
f'(X) sannule en chageant desgneen x, .

admet une limite finief quand X tend versa ou quand h tend versO

Si deplus v ne sannule pas sur | alors: (Vl)': - —d (VH) =
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Résumén°® 3: | Fonctions exponentielle et logarithme néper ien|

1-Fonctions exponentielle et logaithme négerien

Fonction exponentielle

Fonction logarithme néperien In( x)

Définition C'est I'unique fonction solution de Cest labijedion rédproque de la
I'équation différentielley ' = yet y(0) =1 | fonction exponentielle

Domaine R ]0, +oo [

Dérivabili té Derivable sur IR avec( €)' =€ Dérivablesur] 0, +o [ avec[In(x)]' = 1/ x

Signe Pour tout x 0 IR € >0 Six]0,1[ In(x)<O

SixO]1l,+c[ In(x)>0

valeurs particulieres

=1 a e'=e

In(1)=0 & In(e)=1

liens

ye x=In(y)pourx JIRetyd]0, +o |

e"™ =x pour x ] 0, +oo [

In(€)=x pour x[JIR

équations =€’ = a=b In(@) =In(b) = a=bpour aetbdans]0, + [
e®=Dbavecb 0]0,+0][ = a=In(b) In(@)=b = a=€’pourad]0,+o [ €t b O IR
inéquations é>e’ - a>h In(@) > In(b) = a> b pour aet bdans]0, +oo [
€ >bavech 0]0,+0[ = a>In(b) In@>b  ~ a>e’pourad]o,+x [€t bOIR
Relations @ Pl=glxeg® el P=gt/¢ In(ab) = In(a) +In(b) In(a’b) =In(a) —In(b)
algébrigues e ?=1¢€ €)= roQ In(1/a) = —In(a) n@)=rin(@ rJQ
limitesaux bornes | lim & =0 lim € =+o limin(x)=—e  lim In(x)=+c
: : o Inx) _ L _
& |'emporte sur toute buissance dex” "toute puissance de x I'emporte sur In( x )"
i e?‘—p(l)_ P lim M:]_
xl_r.no X 1 x-0 X
autres dérivées ¥ =k UK :
((e”()?) )= u'(x).eu(x) [Inju(x)[] ' = u(x) ol u garde un signe @nstant
Tangentes aupointA(0,1l):y=x+1 aupointB(1,0):y=x-1
particulieres pourtout x JIR€ = x+1 pour tout x ] O, +o [ IN(X)<x—-1

2-Courbesrepresentatives
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Résumé n°4: | Autres fonctions et éguations différentielles|

1-Fonctions puissaances d'exposant réd
- Fonction racine n-ieme
Cest larédprogue de lafonction puissance n-iéme sur l'intervalle [0,+o [

onmotey = x""= Ux < x=y" (pourn O IN") et donc W:xpourxD[o,m[

-Fonction puissanced'exposant rationrel : Pour x 0] 0, + oo [ x™4= (W)p( pourp0ZetqOIN")

- Forction puissanced'exposant réd : Pour x 0] 0, +oo [ x* = ™" ( pour a O IR)

D' une fagon générale les regles usuelles de calcul sur les pussances sont valables ,toutes ces fonctionssont
dérivablessur] 0, +oo [ avec(x*)' =a .x** pour tout o O IR. Deplus (€*)* =€ et In(x*) =a .In( x)
2-Fonctions exponentiellesde base a et logaithme dédmal :

-On appelle fonction exponentielle de base a toute fonction de la forme f4(x) = & définie sur IR par

xIn(a) oU aest un réd strictement positif .

a‘=e
Pourtoutad] 0, +oo [ , @ est strictement positif
Ces fonctions sont définies, continues et dérivables sur IR avec (&*) =In(a) x a".
[lenrésulteques O0< a <1 aorsfyest déaoissante sur IR
a>1 dorsfaest croisante  sur IR
a=1 dorsfaest constante sur IR
Cesfonctions sont lesseues fonctions f , non identiqguement nulles ,dérivales sur IR et qui vérifient
larelation fonctionnelle: pour tout x et y appartenant alR f(x+y) =f(x) xf(y).
Dansle cas ou a = e ,on retrouve lafonction exponentielle dassque.
- Lorsque a = 10, labijecion rédproque de lafonction exponentielle de base 10 est appelée
fonction logarithme dédmal ,onlanoteloget: y=10 = x=log(y) pour x JIRet y]O; +oo | .

Lafonction logarithme dédmal est également définiesur O ; +oo [ par log( x) = In(110) xIn( x)
Cette fonction est dérivable sur ]0; +oo [ et sa dérivéeest [log( x)] = In(110) X%.

C'est une fonction croissante sur 0 ; +oo [ qui possede lesménes propriétés que lafonction logarithme
népérien aladifférence présquelog 10 = let que log(10%) =a .

y

) y =/x"sqar(2)
y = x20, 75
1
0
X 0 1 2 3 4 5
8 -6 8

3-Equetion différentielle dutypey ' = ay + b ,avecanon nul
Une équation diff érentielle du typey ' = ay + b est une équation ou I'inconnue est une fonction'y
(delavariable x ) dérivable sur IR ,aet b deux constantes réellesaveca# 0.

b

Les solutions sur IR de céte équation diff érertiell e sontdonnées par: y =Ce® - 3 ou C est une constante

rédle arbitrare,l existe donc uneinfinité de solutions a cete équation.

Par contre il existe une solution unique qui prend en un point une valeur donnée

Il existe une solution unique f al'équationy ' =ay + b telleque f( %) = yo.

Cest lacondition f( X, ) = Y, qui permettra de déterminer de fagon unique lavaleur de la constante C.
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Résumé n°5:| Trigonométrie et tableau desdérivées usuel Ie£|

1-Trigonométrie

= L _sinx T

cos x =0P snx= 0Q tanx_—cosx pourxDIR\{z[n]}

fé M On ales propriétéssuivantes; cos’x +sin®x =1 et 1+ tan®x = 12
COS“X
9 paurtout x JIR —-1< 9nx <let -1< cosx <1.

\j Lesfonctionssinus et cosinus sont 21t-périodique:cos( X + 211) = coS X

et 9n(x + 2m) = sin x .Lafonction tangente est T-périodique:tan( X + 1) = tanx

Lesfonctionssinus et cosnus sont paires La fonction tangenteed impare

Formules des angles asociés :¢ cos(—x) =cosx dn(—X)=—-sinx  tan(-x) =—t

¢ COS(TT+X) =—cosx  9n(m+Xx)=—snX ¢ cog(T—X) =—cosSX  SN(T—X)=snXx
. cosm—x[:sinx sinm—x[zcosx . cos(E+x):—sinx sin(ﬂ+x):cosx
d2 7k d2 7k 2 2
Formules d'addition : ¢ cos(a+b)=cosacosb—-sinasinb ¢ cos(a—b)=cosacosb+snasinb
¢+ sin(a+b)=snacosb+snbcosa ¢ sin(a—b)=sinacosb-sinbcosa

Formulesde dudicaion: ¢ cos2a=cos2a—-sin2a=2cos2a—-1=1-2sin2a
¢ Sin2a=2sinacosa

C 1+ cos2a 1-cos?a.
Formules de linéaisation : ¢ cosZa:T a:—25—| 2

Formules de passage al'angle matié : ¢ 1-cosx = ZsinZ%E 1+cosx= ZCOSZ%E sinx= ZSinEgECOSEgE

Equeations trigopnométriques: ¢ cosx =cosa = x=a[2n] ou x=-a[ n]

s sinx=sina = x=a2n] ou x:rr—a[zn]
2-Tableau des dérivées usielles

Fonction f (x) et domaine de dérivabilité dérivéef '(X)
f(x)=Csur IR f'(xX) =0

f(X)= x* sur]o,+e [, alIR

cette définition se prolonge a IR+ ou IR"ou IR, selon les valeursde o f'(x) = ax™™

f(x) = Uxsur IR’ f'(x) =-1/x2

f(x) =~/X sur Jo,+o0 [ e

f(x) = (u(x)” 109 = au'(¥).(ux)"
f(x)=cosx ariIR f'(X) =—snx
f(x)=snx ariR f'(X) =cosx
f(x)=¢ sur IR f'(x) =¢

f(X)=Inx  sur]o,+e | f'(x) =1/x

f (X) = cos(ax+Dh) f'(X) = —asin(ax+b)
f (X) = sin(ax+b) f'(X) = acos(ax+b)
f(x) = ¥ fi(x) = ke
f(x)=e® f'(x) = u(x)e"™

f (x) = In|u(x)| u gamdant un signecongant Fi(x) = u'(x)

sur un intervalle | ol elle est dérivable. u(x)
f(x)=In|x|sur ] —e,0[ 0] 0, +0 [ f'(x):%

f(x)=a awca>0 & x[0]0,+o [ f'X) =In(a)xa
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Résumé n°6: [Nombres Complexed

1-Asped Algébrigue

On appelle ensemble des nombrescomplexesl'ensembde C desnombresde laforme z= a+ib,ou a et b sont
deux réds et i est un"symbole" tel queiz=—1.

Lesrégles usuelles de calcul dans [k sont encore valables dans C ,on dit que (C ,+, x) est un corps commutatif
Laformez = a+ibest appeléeforme dgébrique c z.

Tout nombreréd est un nombre compexe particulier : R [0 C ,les nombres complexes de laforme ib sont
appelésimaginaires purs,on note leur ensemble iR .

aest appelé partierédlede z= a+ib,on mote a= De(z)et b est appelé partieimaginaire de z ,on rote
b=0m(2):z=0 < Oe(z2)=0m(z2)=0 et z=2z' = Ue(2) =0e(z") et OIm(z) = m(z") .

ZzOR < Om(2)=0 et zOIR = Oe(z) =0 .Dans C laformule du binbme de Newton est valable:

(z+ z')n = z(:) 2", 2" les coéfficients utili sés étant les coefficients du triangle de Pascd:1,2,1 puis

1,33,1et 1,4,6,4,1¢etc.....

Au nombre compexez = a+ibon asociele compexez = a—ib appelé complexe conjugué @ ,onadors
lesrelations z+Z =2a=201e(2) e z—Z =2ib =2i100m(z) ou inversement [1e(z) = LZZ et Om(z) = %
[

Les puissances de i forment une suite périodique: pour K OIN i* =1 i*?*=j1 *?=-

Pour éaire un quotient sous forme agébrique ,on mutipliera le dgnominateur et le numérateur
de cetefradion par le conjugue dudénominateur. == ——=2=—=—
Z 2% |z

2-Asped Géométrigue
Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (O, e, é) .

A tout complexe z=a+ib,on asocie un unique point M de coordonnées ( a, b) et rédproquement.
M est appelé point image du complexe z et z est appelé affixe du point M.

On note M(2) le point d'affixez et Aff(M) = z,, I'affixe de cepoint M.

Les points de I'axe (Ox) ont une &ffixe réelle & ceux de l'axe (Oy) une dfixeimaginaire pure.

On définit de fagon analogue I'affixe d'un vedeur,de plus ,on ales propriétés suivantes:

[P| Aff(AB) =z, -z, [P,] Aff (u+v) = Aff (U) + Aff (V) [Ps] Aff (Au) = A Aff (U)ol ADR
@On notera | le millieu de[A,B] ,dors z :%

3-Asped Trigonométrigue

A tout nombre compexe z, différent de O ,on associeunréd 6 appelé argument de z et noté Arg(z),défini par:
Arg(2)= (51 W) modulo 21Tol M est le point d'affixe z .

A tout nombre compexe z = a+ibon asocie le réd positif appelé module de z et noté |z| ,défini par:

|2/ =+/az+b2 =OM, ouencore| z | = /zZ ,onremarqueque|z|=0 = z=0

Soit z# 0,9 on mote@=Arg(2) [21] etr=]z| (restdonc un réd strictement positif ) alors:

cos8 =2 et sn@ _b = a=rcosf e b=rsing, inversement I'éaiture z=r(cosO +isinO) est appelée
r r

forme trigonométrique du nombre compexe z .

On résume cetee éaiture al'aide de la notation exponentielle: r (cos@ +isind) =re? ,on obtient alors:
_ _ df + g gdf — gi®
Z=r(cosf-isin@)=re™® et doncs z=¢€%alors Oe(2) R et Om(2) =
[
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4-Propriétésde la conjugason,du module et de l'argument d'un nombre complexe
z et z,sont tels que les notations utili sées soient bien définies.

PLiensaveclasomne:  z+z=2+2 |z+z|<|z|+|z| Arg(z +2)#Arg(z) +Arg(z,)

@Liensavecl'oppcsé: -z=-7 -2=|z| A —-z)=Arg(z)+m[2T]
El Liensavecle produt : X2, =Z xZ, |lznxz|=|z|x|2]| Ag(zx2) =Arg(z)+ Arg(z) [21
Liens avecles puissances : ;:(z)” | "=z Arg(Z') =nArg( 2 [21
: verce: ot 1,_1 1,__
@Llensavecl inverse: BEH:E |Z|— 2] Arg( . )=—Arg(2[21
: : Uz O 3 z1,_lal 2
[P1d Liens avecle gudtient: 2 I>= = Arg(S=)=Arg(z) —Arg(z) [21
EZ;E: 2 z' |zl Z
Conséguences
Conséquences pour |a notation exponentielle:
0| — 0y — 0 _ i i i0' _ _i(0+6" io \" ni_l_—i eie_i—'
€°|=1 Arg(e’)=6 (€7)=e® &'xe” =" (&°) & =g =e o - ©-6)
valeursparticuliéres; €? =i e?=- €"=-1

Compléments Formules de Moivre et dEuler: (cos +ising)" =cosnd +isinng

eni9 +e—ni9 nio
cosné@ = T g snnd=

_ e—nie

2i

5-Résolution dansC de €équation du second degré a cefficientsréds
Soit arésoudre dans C I'équation az2+bz+c=0o0ua, b et c sont troisrédsave a%£

Onpose A=b?2-4acalors: S A=0 deux solutionsdistinctes zlz%@ et z,= =b=/A

2a
Si A=0 unesolution double z,= - 2—21
i SA<0 deux solutions complexesconjuguées z, = _b+2'\/1 etz=2
a

Lesrésultats concernant lasomme et le produt des radnes sont encore valablesdans C .
6-Applications géométrigues

- Ecriture conplexe @s transformations uselles:

On appelle éaiture complexe d'une transformation 'expresson del'affixez' deM' ,ou M’ es I'imagedu
point M d'affixe z,enfonction de z .

+ Trandation devedteur U~ daffixeb: z'=z+b

+ Homothétie de centre Q daffixe w, et derappatk: z'-w =k(z-w)

+ Rotation de centre Q d'affixe wet dangle 8 : z'-w = €% (z— w)
- Angle de deux vecturs,alignenent, orthogonadit é:

(u,v)=Arg %M Ez Arg( Aff (V)) — Arg(Aff (1)) ou encore (TB ﬁ)) =Arg %ﬁ .
DA (U) T 0% ~Za L

Donc A ,B et C sont aignéss et seulement 5 Arg%ﬁgzo M - 7% g
0% ~ZaC Zz — 2,

(AB) et ( BC) sont perpendiculaires s et seulement 9 Arg%ﬁgzﬂ[n] o BTk iR
0% ~ZuC 2 Zz — 2,
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Résumé n°7: [Suites numériqued

O-Raisonnement par récurrence

Pour démontrer qu'une propriété est vraie pour tout n a partir d'un certain rang n, ,on montre que:
-Lapropriété est vraie pour n,
-On suppose quelle est vraie aun rang k et on montre alorsquelle et vraie ai rang k +1

1-Sensdevariation d'une suite.

-Une suite (uy) est croissante a partir d'un certainrang ny S et seulement 9 pour toutn=nyonaups1 = Uy
-Elle est déaoissante a partir d'un certainrang ny S et seulement 9 pour toutn=ny onaup+1 < Uy
-Si pour tout n on aup+1= U, on dit que lasuite est stationnaire .

2- Suites major éesminor ées,bornées.

-On dit guune suite ( up) est majoréepar M a partir d'un certain rangng
S et seulement s, pour tout n=ny, onau,<M

-On dit guune suite ( uy) est minoréepar m a partir d'un certain rangng
S et seulement s, pour tout n=ny onam < U,

-Une suite qui est alafois majoréeet minorée est dite bornée.

3- Suitesarithmétigues.

-Une suite ( uy,) est dite arithmétique si et seulement s il exister O IR tel que

pour tout n O IN ,onait up+1 =Un + 1, 1 est appeléeraison de lasuite arithméique (Uy) .
Uy =Up+nr,ou dunefagn genéraleu, =up+(n-p)r,

Cequel'on peut retenir de lafagon suivante :

U, ="premier terme" +"nombre ce termes — 1" x raison .

Sanne des n- premiers termesconseautifs d'une suite arithmeétique .

u0+u1+...+un:%><(n+l)><(u0+un)
1
up+up+1+...+un:§><(n—p +1) x(Up +Un),

Ce quel'on peut retenir de lafagon suivante % x "nombre de termes’ x "premier + dernier” .

4- Suites géométriques

-Une suite ( uy,) est dite géométrigue s et seulement s il existe q O IR tel que

pour tout n O IN ,on ait up+1 = g X Uy, q et appelé raison de la suite géométrique (Up)

Ur =Uox ", oudunefagngénéraleu, =up xq"P

ceque |'on peut retenir de lafagon suivante: U, = "premier terme" x " raisonnbdetermes-1
Sanne des n- premiers termesconseautifs d'une suite gémétrique et raison différeniedel .

1_qn+l
U+ U+ ...+ Up = Ug X

1-q

1_qn—p+l
Upt+Upsp+ ...+ Uy=Up X ———
p p+l n p 1_q
1 —raison nb determes

Cequel'on peut retenir de lafagon suivante : "Premier terme” x " 1 —rason "
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5-Convergencedes suites numériques:

On dit que (un) converge vers { [ IR ,(ou admet { comme limite quand n tend vers +oo )
S et seulement. s on peut rendre U, auss proche ce L quel'on veut , a condition de prendren
suffisasmment grand . On note (uy) co- {  ou n"nl,u” =1

On dit que (un) diverge vers+o s et seulement si on peut rendre U, auss grand quel'on veut a condition
de prendre n suffisamment grand . On note (up) co- +o0 OU nIin] Upn = +oo

On diraque (un) divergevers—o 9 et seulement 5 lasuite (—un ) diverge vers+oo .
Une suite qui ne converge asseradite divergente .
Il se peut quelle n'admette auainelimite ou bien que falimite soit 4e0 oU — oo

6-_Suites usuelles
- Lessuites suivartes convergent vers0: (1/n) ; @%ﬁpour nzlet a>0;(a")pour|al<1i, ﬁin(ln) %

-Lessuites suivartes divergent vers+oo : (n*) pour o >0 , (d') pour a>1, (In(n))
-Croissance comparée as suites usuelles

(of
ﬁlﬂn((:—uﬁmﬁpoura>o X %ﬁmﬂOpouraquelconqueetDawl X E%:—Q@mﬁpour al>1

7-Théorémes de comparaison

- Si apartir dun certain rang on aup < Vy, €t que (Up) oo~ +oo alors(vy) oo- +oo
- Si apartir dun certainrang on aun <V, et que (Vi) oo- —o  aors (Uy) oo - —oo

8-Théorémes des gendarmes

- Si dpartir dun cetainrang onau,< Wp < Vv, et que(up) oo- £ et (vp) oo~ £ dors (wy) oo- £ .

- Si apartir dun cetainrang onalu, — { (v, et (vy) co- 0 aors(up) oo- £,

9-Théorémede la convergence rmnotone

- Toute suite croissante et majorée &t convergente il en es de ménme detoute suite déaoissante et minorée

- Casdessuites de laforme un+1 = f('un ) ou f est une fonction continue :
S lasuite (un) converge ,alorselle converge versun réd { tel que f(£) = {

10-Suites adjacentes

- Ondit que deix suites (uy) et (V,) sont adjaceites s et seulement 9
(un) est croissante,(v,) est déaoissante et la diff érence un — vy, tends vers 0 quand n tend vers + oo .
- Deux suites adjacantes sont convergenteset ellesconvergent versla mémdimite
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Résumén® 8 : |Intégration

1- Intégraled'unefonction continue et positive sur un intervalle[a, b]

Définition: On appelleintégrae entre a et b, delafonction f ,
tnied \\IR.,._.” I'aire en unités d'are du domaineD limité par (Ct) ,(Ox) ,
- . et lesdroitesd'éguationx=aetx="b.

.\'. ) P, & r i b .
- e Ceréd est notéj f (X)dx , x éant une variable muette.
= AR 4 a

2- Intégrale d'une fonction continue de signe guelconque sur_un intervalle[a , b]
b
Ia f(x)dx = aire (D,)—aire (D,) +aire (D,)

3-Propriétésde lintégrale d'une fonction continue sur un intervallel

P I:f(x)dx:O

I:f(x)dx:—I:f(x) dx

[P Relation de Chasles: Soit f unefonction continue sur |
dartout a,betcdel ,on a:'[aIO f (x)dx:'[aC f (x)dx+'[cIO f (x) dx

[P] Lingarité: Soient f et g deux fonctions continues sur |
Bient a et B deux réds, a et b deux pointsde |

I:a f(x)+ Bg(x) dx = aI: (%) dx+ ﬁI: g9(x)dx

[Pd Positivité : Soit f unefonction continue sur |
Sient aet bdeux pointsde | telsqueas< b.

S f(x)=0 pourtout x 11, anrsI:f(x)dx >0

[Ps|Croissance de I'intégrale : Soient f et g deux fonctions continues sur |
Soient a et b deux pointsde | telsquea<b

i1Sf(x)=g(x) pourtout x (11, alors I: f (x) dx 21: g(x) dx

[P4 Inégalité de la moyenne: Soit f une fonction continue sur un intervalle | , a et b deux paints de |
m e M deux reds:
-Sia< betspourtoutxd[a,b] msf(X)<sM

alors m(b—a)sI: f(x) dx< M (b-a)

- Sipour tout x 01 ona |f (x)|< M alors‘I:f(x)dx

<M|b-4

[Ps]Valeur moyenne d'une fonction continue sur unintervalle

On appelle valeur moyenrede fsur [a, b] lerée u:bi'[bf(x) dx
_a a
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4-Applications du calcul intégral
Kppl Calculsd'aires .On suppose que pour tout xD[a, b] f(x)<g(x),ouf et gsont deux fonctions

continues sur [a, b] ,aorsl'airedudomanelimité par lescourbes (C; ) , (Cy) €t lesdroites
déquaion x=aet x=b (exprimé en witésdare) est écple a Ib g(x)— f(x)dx.
Calculs de volumes. L e volume du solide limité par les deux plans horizontaux d'équation

z=a et z=best éga (exprimé en wités devolume) est égal a IbS(z)dz
al § z) est I'aire de la sedion du solide par un plan de céte z.

5-Primitives

Définition : On appelle primitive d'unefonction f sur unintervalle | ,toute fonction F dérivable sur |
elle quepourtout x 01, onait: F'(x) = f(x).On notera F = Prim(f)

Théoreme : Toute fonction f continue sur un intervalle | admet sur cet intervalle une infinité de primitives
qui différent d'une mnstante.
B F est une primitive de f alorstoutes les autres sont de laforme F+ C ou, C est une constante .

Théoréme : Soit f unefonction continue sur un intervalle | et soit X, un point del.

Il existe une uniqueprimitive de f nulleen x,, cette primitive est égaleé\jX f(t) dt.
X

Théoreme : Soit f unefonction continue sur un intervalle | et soient a et b deux pointsde .
8it F_une primitive quelconque de f sur cet intervalle .

Aors I:f(x) dx=[F(x)]Z: F(b)-F(a).

Propriétés : Soient f et g deux fonctions continues sur un mémeintervallel et A unréd.
Prim(f +g) =Prim(f)+Prim(g) et Prim(Af)=APrim(f)

Remarque : Il n'existe pas deformue gérérale donnant une primitive pour un produit ou un quotient de
dex fonctions.Mais on alaformule dintégration par parties suivante.

Formule d'intégration par paties: Soient u et v deux fonctions dérivables a dérivées continues sur un
intervalle | et soient a et b deux pointsdel .

I: u'(x).v(x) dx = [u(x).v(x)]':1 —I:u(x).v'(x) dx

Tableau des pimitives usielles :

Fonction f(x) Primitive F( x) Intervalle | Soient u et v deux fonctions dérivables sur I.
0 C (constante) IR Soient U =Prim(u) et V = Prim( v)
a ax+C R - Prim( u(ax+b))=%1U(ax+b)+C(anon nu )
XC(+1 a+1
XT (az-1) a+1+C ]0, +oo [ -Prim(u'.u"):o(_Irl +Cpoura -1
1/x Ln(x) + C ]0O, 4o [ U
& &+ C R -Prim(j):ln(|u|)+C u gardant un sgne constant
sinx —cosx+C IR surl .
COS X snx+C IR -Prim(u' .€")=¢e"+C
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Résumé n°9: DENOMBREMENTS ET PROBABILITES

1. DENOMBREMENTS

a)Quelques définitions générales

Soit un ensemble fini F, on considére deux partie A et B de E ( ou encore des sous-
ensembles de E).

On définit 'union,l’intersection et le complémentaire de A par :

e Union :AUB={x € E tel quex € Aoux € B}

e Intersection :AN B={x € E tel quex € Aet x € B}

e Complémentaire :A={x € E tel que v ¢ A}

Lorsque AN B = () on dit que les deux ensembles sont disjoints, par définition c’est le

cas de A et A .
Lorsque tout élément de A appartient a B , ,on dit que A est inclus dans B.
Une suite de p parties deux a deux disjointes {A;, As,--- , A,} de E, dont la réunion

est égale a F est appelée partition de E, c’est le cas de {A, A}.

On appelle produit cartésien de deux ensembles E et F' ’ensemble de tous les couples
(a,b) ota € Eetbe F ,onle note £ x F.

Cette définition se généralise au cas du produit cartésien de p ensembles Ey,--- | E,
noté Ey x - -+ x I, , dont les éléments sont les p-uplets ou p-listes (ay,- - - ,a,).Lorsque
les p ensembles sont tous identiques ,on note EP le produit cartésien de p exemplaires
de cet ensemble E.

b) Cardinaux des ensembles finis

Soit E' un ensemble fini.On appelle cardinal de E et on note Card(FE) le nombre d’éléments
de E. On a alors les regles suivantes valables pour toutes parties A et B de E

e Cardinal d’une union Card(AU B) = Card(A) + Card(B) — Card(AN B)

Dans le cas ou A et B sont disjoints on a Card(AU B) = Card(A) + Card(B)

e Cardinal du complémentaire Card(A) = Card(E) — Card(A) et Card() = 0)

e Cardinal du produit cartésien Card(Ey x --- x E,) = Card(Ey) X --- x Card(E,)
Dans le cas ou Ey = --- = E, on a Card(E?) = (Card(E))”

Dans tout ce qui suit F désigne un ensemble fini a n ( n #0) éléments.

c) p - uplets

On appelle p-uplet un élément du produit cartésien EP de p exemplaires de F.

Le nombre de p-uplets formés a partir des n éléments de E est égal a n”.

Dans cette formule n et p sont quelconques .

Ce qui signifie que dans un p - uplet les éléments peuvent se répeter plusieurs fois , de
plus l'ordre différentie les p - uplet .



d) Arrangements

Soit p un entier naturel tel que 0 < p < n.

On appelle arrangement de p éléments de E tout p - uplet d’éléments de E deux a
deux distincts.

Ce qui signifie qu’il ne peut pas y avoir répétition de deux éléments de E dans un
méme p-uplet, mais on tient compte de [’ordre

On appelle permutation de E tout arrangement des n éléments de F.

Le nombre d’arrangements de p éléments de E pris parmi n se note AP et :

AN =nn—-1)x...x(n—p+1)=

Vo
p facteurs

Avec la convention 0! = 1,0n a les valeurs suivantes : A =1 Al =n A" =n!
Le nombre de permutations d’un ensemble a n éléments est égal a A7 = nl.

e)Combinaisons

Soit F un ensemble de cardinal n, et p un entier naturel vérifiant 0 < p < n.

On appelle combinaison de p éléments de E toute partie de E ayant p éléments.

Cela signifie qu’il ne peut pas y avoir de répétitions et qu’on ne tient pas compte de
l’ordre. Le nombre de combinaisons de p éléments pris parmi n se note CP et :

ot __nl
"op!l pln—p)

On a les valeurs suivantes : G =1 Cl=n C"=1.

Ainsi que les relations CP = CP et CF + CP = C2F.

Ce dernier résultat est la formule du triangle de Pascal, qui permet d’obtenir les valeurs
des coefficients C?.

Ces coefficients sont identiques aux coefficients binomiaux (Z) qui apparaissent dans

la formule du Binome de Newton,cette derniere peut donc s’écrire :
n
(a+b)" =Y Cla™ P
p=0

Cette formule étant valable pour tout nombres complexes a et b.
f)Synthese

On choisi p éléments parmi n ( n # 0).

Tirage successif avec remise

Exemple du Loto sportif (3'3) Ordre et répétition

n et p quelconques

Tirage successif sans remise

<p<
Exemple du Tiercé (Ago) Pspsn

Ordre sans répétition

Tirage simultané

<p<
Exemple du Loto (Cfy) Vspsn

Sans ordre et sans répétition




2. PROBABILITES

a)Généralités

On considere une expérience aléatoire dont les les résultats sont appelés issues.

On suppose qu’il existe n issues notées wy, ..., w, ,a cette expérience.

L’ensemble de toutes les issues ,noté Q = {wy,...,w,} est appelé univers des possibles.

Une partie de €2 est appelée un événement,si cet événement est réduit a un seul élément
on parle d’événement élémentaire.

Q et 0 sont donc deux événements particuliers appelés respectivement événement
certain et événement impossible

On définit une probabilité pour cette expérience aléatoire,en faisant correspondre a
tout événement A un nombre noté p(A) tel que ,pour tout événements A et B on ait :
0<p(A) <1

p()=Tetpl)=0

Si ANB =0 alors p(AU B) = p(A) + p(B)

b)Propriétés

e On note A [’événement contraire de A et p(A) =1 — p(A)

e Pour tout événements A et B ;on a p(AU B) = p(A) + p(B) — p(AN B)

e La somme des probabilités de tous les événements élémentaires est égale a 1.

SiQ=A{wy,...,w,} alors ZP(%‘) =1
=1

e Lorsque tous les les événements élémentaires ont la méme probabilité, on qu’il y a
equiprobabilité.

1
Si Card(Q2) = n alors , pour tout événement élémentaire w; on a p(w;) = —

Pour tout événement A on a alors

(4) = Card(A)  nombre de cas favorables
P = Card(2) ~ nombre de cas possibles

b) Probabilités conditionnelles

Soit B un événement de probabilité non nulle.

On appelle probabilité conditionnelle de A sachantB ,la probabilité que A soit réalisée
sachant que B est réalisée.

On note cette probabilité ps(A) ou p(A/B).

Le calcul d’une telle probabilité peut s’effectuer directement(d’apres 1’énoncé de 1’exer-
cice) ou bien en appliquant la relation :

_ p(AnB)
P5(4) = p(B)

Cette derniére relation écrite sous la forme p(A N B) = pg(A) x p(B) permet de cal-
culer la probabilité d’une intersection en fonction d’une probabilité conditionnelle.

@ On ne confondra pas ,dans ’énoncé, une probabilité conditionnelle avec la probabi-
lité d’une intersection
Si la probabilité que A soit réalisée ne dépend pas de B , on dit que les événements A

et B sont indépendants.
Dans ce cas p(AN B) = p(A) x p(B).



@ On ne confondra pas événements indépendants ,p(AN B) = p(A) x p(B), avec événements
disjoints p(ANB) =0

Soit B un événement de probabilité non nulle , et soit A un événement quelconque
alors A= (ANB) U(ANB)et (ANB)N(ANDB)=0 donc :

p(A) = p(AN B) + p(ANB) = pp(A) x p(B) + pg(A) x p(B)
Ce résultat se généralise au cas d’une partition{ By, Bs, ..., B,} de Q en :

p(A) = ps,(A) x p(B1) + -+ + pp,(A) x p(B,)

C’est la formule des probabilités totales



Résumé n°10: VARIABLES ALEATOIRES

1. VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

a)Généralités

Soit p une probabilité définie sur un univers 2.

Une wvariable aléatoire X est une fonction qui associe a chaque événement de 2 un
nombre réel .

On appelle variable aléatoire discréte une variable aléatoire qui ne prend qu’un nombre fini
de valeurs.

On note en général {xq, xs, ..., z,} les n valeurs prises par la variable aléatoire discrete
X, et on note p(X = x;) la probabilité que la variable aléatoire X prenne la valeur x;.
La donnée des n probabilités {pi,...,p,} définit la loi de probabilité de la variable
aléatoire discrete X.

On résume ces résultats dans un tableau

X Ty | X2 | | Tn
p(X:xZ-) Pr|DP2]| " | Pn

On note également p(X = x;) = p; et alors Zpi =1.
i=1
On considere une variable aléatoire discrete X dont la loi de probabilité est donné par
les couples (z;, p;).
On définit les parametres suivants : -
On appelle espérance mathématique de X le réel noté E(X) ou X défini par :

E(X)=a1p1+Tapa+ -+ TuDn = Y Tip;
=1

On appelle variance de X le réel positif noté Var(X) et défini par

n

Var(X) = pi(ey — B(X))* + -+ + pa(wn — B(X))* = ) (2 — BE(X))p,

i=1

On appelle écart type de X le réél positif noté o(X) défini par
o(X)=+Var(X)

On montre également que Var(X) = (Z z:?p; | — (B(X))?
i=1



b)Schéma de Bernoulli et loi binomiale

e On appelle épreuve de Bernoulli une épreuve a deuz issues possibles appelées succés
et échec

On suppose que la probabilité du succes est égale a p et que celle de 'écheca ¢ =1—p
avec 0 <p <1

e On appelle schéma de Bernoulli la suite de n épreuves de Bernoulli indépendantes
deux a deux.

A un schéma de Bernoulli ,on associe la variable aléatoire X qui donne le nombre de
succes obtenu au cours de ces n épreuves.

e On dit alors que X est une variable aléatoire de Bernoulli de parametres n et p ou
que X suit une loi binomiale de parametres n et p.

La loi de probabilité de X est donnée par

p(X =k)=Crprg" " pour0 <k <n

L’espérance et la variance d’'une loi binomiale X de parametres n et p sont données
par :
E(X)=mnpet Var(X) = npq

. VARIABLES ALEATOIRES CONTINUES

a)Généralités

e On appelle variable aléatoire continue une variable aléatoire pouvant prendre toutes
les valeurs d’'un intervalle de R ( borné ou non).

Soit X une variable aléatoire continue , la loi de probabilité associée a X est appelée
loi de probabilité continue,cette loi est nulle sur chaque réel isolément :

Pour tout réel t p(X =t) =0

e On dit que X est une variable aléatoire continue a densité définie sur 'intervalle [a, 0]
si et seulement si il existe une fonction fcontinue et positive,définie sur [a, b] telle que
pour tout v et # de l'intervalle [a, b] , on ait :

16}
pla < X < B) = plla, f]) = / f(z) dz

Puisque la probabilité que X soit égale a une valeur donnée est nulle
onapla< X <f)=pla< X <P), et autres égalités analogues.

Dans ce cas ,
/ flz)de =1

Une fonction f est une densité de probabilité sur un intervalle I si et seulement si
- f est continue sur [
- f est positive sur

- /If(x)dx =1

Avec /1 f(a)dz = / b F(x)dz si I= [a,b]

be
et / f(z)de = lim / f(z) dz si I est un intervalle non borné par exemple
I 0

X—4o00
0,00



b)Loi uniforme sur un intervalle / = [a, b

On appelle Loi uniforme sur U'intervalle I = [a, b],la loi de probabilité

continue sur I dont la densité f est la fonction constante égale a 2
—a
Pour cette loi , la probabilité d'un intervalle [«, 5] inclus dans [ est :

p —
e

c)Loi exponentielle de parameétre A

On appelle loi exponentielle de paramétre X\, sur l'intervalle I = [0, 400 ,la loi de
probabilité continue sur I dont la densité est la fonction f définie sur I par :

f(x) = Ae™% ol X est un réel positif fixé.

Pour cette loi , la probabilité d'un intervalle [«, 5] inclus dans [ est :

B
mmmzfAeMm

d)Compléments sur les variables aléatoires

e On appelle fonction de répartition d’une variable aléatoire X | la fonction F' définie
sur R par F(t) = p(X < 1).

On a alors p(X <b) = F(b) et p(X >a)=1—F(a) et pla < X <b) = F(b) — F(a).
La fonction de répartition d’une variable aléatoire est une fonction croissante sur R .
Soit X une variable aléatoire dont la fonction de répartition F' est dérivable sur R
,alors la dérivée f de F' est la densité de probabilité de X.

e Les notions d’espérance mathématique et de variance se généralisent aux variables
aléatoires continues par les formules :

b b
B(X) = / of(@) de et Var(X)— / (z — B(X))f(z) dz
X étant une variable aléatoire continue ,de densité f , définie sur un intervalle [a,b].
Par exemple pour une loi exponentielle de parametre A , on a :

1
Y

(©Francis Cortado KTEX Document

E(X)= et Var(X)

1
A



Résumé n°11: BARYCENTRES

1. GENERALITES ET DEFINITION

e On appelle systéme de n points pondérés Ja donnée de n couples (A;, «;) ,pour i
variant de 1 a n ,ou les A; sont n points du plan () ou de l'espace (&) , et les a; n
réels.

On notera . un tel systeme , c’est a dire .={(A4;, @;)16i6n }

e Soit . un systeme de n points pondérés .
n

On suppose que la somme des coefficients est non nulle :Z a; #0

=1
On appelle barycentre du systéme . 1'unique point G tel que

n
a1GA| + -+ 0,GA, = 0 ou encore Z GA, = 0
i=1

On notera G = Bar(.) = Bar {(A4;, @;)16i6n

e Dans la cas ot la somme des coefficients est nulle Z a; = 0 ,par définition le systéme
i=1

n’admet pas de barycentre.

e Cas de deux points

Dans le cas d’un systéme de deux points pondérés . = {(A, «), (B, 3)} ,avec a+5 # 0

on a les résultats suivants : 5

a+ 3
de la droite (AB),d'une fagon générale deuz points et leur barycentre sont alignés

-Dans le cas ou @« = = 1, le barycentre du systeme . est le milieu I des deux
points.
e Cas de trois points
Dans le cas d'un systeme de trois points pondérés . = {(A,«), (B, ), (C,v)} ,avec
a+ B+ # 0 on a les résultats suivants :

CAyy: gl

+ AC
a+ B+ a+ B+
Dans le cas ou A, B, C sont trois points de 1’espace non alignés,le point GG est un point

du plan défini par ces trois points. D’une facon générale ,trois points et leur barycentre
sont coplanaires.

-Dans le cas ou a = = 7 = 1 et si les trois points A, B, C' ne sont pas alignés, le
barycentre du systeme .7 est le centre de gravité du triangle ABC.

H .
AB |, c’est un point

—
-Le barycentre G du systeme . est caractérisé par AG =

—
-Le barycentre G du systeme .7 est caractérisé par AG =

2. PROPRIETES

On considere un systeme de n points pondérés . ,dont la somme des coefficients est
non nulle ,et on appelle G le barycentre de ce systeme.

Homogénéité du barycentre

On ne change pas le barycentre d’un systeme en multipliant ou en divisant tous ses
coefficients par un méme réel non nul .

Soit k£ un réel non nul alors Bar {(A;, & )1eien} = Bar {(4;, kai)1sien}



Conséquence :Isobarycentre

Dans le cas ou les n coefficients «; sont égaux a un méme réel non nul « , alors
le barycentre de ce systeme est identique au barycentre des n points affectés du
coefficient 1.Par définition ce barycentre est appelé isobarycentre du systeme.Dans le
cas de deux points on retrouve le milieu ,et dans le cas de trois points non alignés on
retrouve le centre de gravité du triangle formé par ces trois points.

Associativité

On ne change pas le barycentre de plusieurs points,en remplacant certains d’entre eux
par leur barycentre affecté de la somme (supposée non nulle ) de leur coefficient

p
Soit 1 < p < n, on suppose que s = Z a; # 0, et onnote H = Bar {(A;, a;)1ei6) },alors
i=1

G = Bar {(A;, i)1eien} = Bar{(H, s), (A;, ;) avecp+ 1 < i < n}

. z %
Transformation dez o; M A;
i=1
Toujours sous I’hypothese ou le systeme .¥ admet un barycentre,alors pour tout point
n n
— —
MonaZaiMAi: Zai> MG
i=1 i=1
n
. . %
Dans le cas contraire, pour tout point M le vecteur Z a; M A; est un vecteur constant

i=1
indépendant du point M.

Coordonnées du barycentre

. N — — 7 /
L’espace & est muni d’un repere (O, 1,) ,k),on note (z;,v;, z;) les coordonnées du

point A;, alors les coordonnées (z¢, yq, 2g) du barycentre du systéme .# sont données

par :
D VST RN 5/ ST TR O ST
i1 2 et i D iy @

Affize du barycentre de n points dans le plan

Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé direct (O, @, ¥)
On note z; 'affixe du point A; ,alors 'affixe z¢ du barycentre du systeme .¥ est donnée

par
n
B Zi:l QiZq
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Résumé n°12: PRODUIT SCALAIRE

1. DEFINITION ET GENERALITES

a) Définitions
Les définitions et propriétés concernant le produit scalaire dans ’espace sont analogues
a celles rencontrées lors de I’étude du produit scalaire dans le plan.
On rappelle de plus que la norme d’un vecteur u est égale a sa longueur :
N N —
Siw = AB alors |[u|| = ||AB|| = AB
Dans tout ce qui suit @ et v désignent deux vecteurs du plan ou de 'espace.
def, Définition a l'aide de la norme
Le produit scalaire de deux vecteurs uw et v est le nombre réel noté u.v et défini
par :
1
— — — —> (|2 —> (2 —> (2
7 =5 (I + 21 =171 - 17°)
On appelle carré scalaire de @ le réel positif défini par u = Hﬂ’”2

defy Définition trigonométrique
A — —
Soient u et v deux vecteurs non nuls.

UV = ||| x || V|| x cos(, V)
Si 'un des deux vecteurs est nul ,alors leur produit scalaire est nul.

defs Définition géométrique
- —
Soient deux vecteurs non nuls u = OA et

de B sur la droite (OA) ,alors

—
v

- . . ’
= OB et soit H le projeté orthogonal

wW. v =0AxOH

oit OA désigne la mesure algébriquedu segment [O,A]le produit OA x OH étant
indépendant du sens choisi sur I'axe (OA).

def, Orthogonalité de deux vecteurs
On dit que deux vecteurs sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est

nul :
TLT WY =06 (W= 0ouv =0)ou(7,7) =3

b)Expression analytique du produit scalaire

Le plan &2 et I'espace & sont muni respectivement des repeéres orthonormés

(O, 7. T)et (0.7, 7.F)

Soient U (x,y) et ' (z',y’) deux vecteurs de & | alors . v =z’ + yy'

Soient W (z,y, z) et ¥ (2',y/,2") deux vecteurs de & , alors w. v = xx' +yy + 22
Il en résulte les deux expressions analytiques pour la norme d’un vecteur u :
Dans le plan | 7| = /22 + 32 et | W] = @° =22 +4°

Dans lespace | @ || = a2 + 12 + 2 et |T|° = w2 = 22 + 2 + 22

Ainsi que les conditions analytiques d’orthogonalité suivantes

Dans le plan @ L ¥ < za’ +yy =0

Dans l'espace @ L ¥ < 22’ +yy + 22/ =0



2. PROPRIETES

Propriétés algébriques du produit scalaire

. — — — . : £
Soient u, v et w trois vecteurs du plan ou de 'espace , et soit A un réel

VT =07 (AW =T.T+TT  (O@)T =Ax(T.7)
(C+0)2 =+ +2u. 7
(-0 =u’+7"-2W. 7
V- =W - (T +7)

Dans tout ce qui suit ,le plan ou ’espace,sont munis d’un repere orthonormé.
defs vecteur normal

e Dans le plan ,on appelle vecteur normal a une droite (&) un vecteur orthogonal a
un vecteur directeur quelconque de cette droite (2).

e Dans l'espace ,on appelle vecteur normal & un plan (&) un vecteur orthognal a deux
vecteurs quelconques de (&) non colinéaires.

Détermination d’une droite et d’un plan connaissant un point et un vecteur normal

e Soit A un point du plan , et 7 un vecteur non nul du plan.Alors il existe une unique
droite (2) passant par A et de vecteur normal T

e Soit A un point de I'espace , et 7 un vecteur non nul de Uespace.Alors il existe un
unique plan () passant par A et de vecteur normal 7

Ce sont tous les deux ’ensemble des points M ,du plan ou de I'espace,tels que

% ﬁ

AM.n =0

Equations cartésiennes de droite et de plan de vecteur normal donné

e Dans le plan,l’équation cartésienne d'une droite de vecteur normal 7' (a, b) est de la
forme ax 4 by + c = 0.

Réciproquement, une équation de la forme ax + by + ¢ = 0 avec (a,b) # (0,0) est
I’équation d'une droite de vecteur normal 7’ de coordonnées (a, b).

e Dans I'espace,l’équation cartésienne d'un plan de vecteur normal 7 (a, b, ) est de la
forme ax + by +cz+d =10

Réciproquement, une équation de la forme ax + by + cz+d = 0 avec (a, b, c) # (0,0,0)
est I’équation d’une droite de vecteur normal 7 de coordonnées (a, b, c).

Distance d’un point a une droite ou a un plan

e Dans le plan &, on considere la droite (2) d’équation : ax + by + ¢ = 0 et le point
A de coordonnées (g, yo)-
Alors la distance du point A a la droite(%2),notée d(A, Z) est :

laxo + byo + |
d(A,9) =
( ) Va? + b2

e Dans l'espace &, on considere le droite (£?) d’équation : ax + by +cz+d =0 et le
point A de coordonnées (zo, Yo, 20)-
Alors la distance du point A au plan (Z),notée d(A, &) est :

. ‘GJTO + byo +czo + d‘

W = e w e




Orthogonalité dans [’espace

Dans 'espace ,soient (2 ) et (Z+) deux droites de vecteur directeur u et v et soient
(P5) et (P5:) deux plans de vecteurs normaux 7 et n’.

e (94) et (Y+) sont orhogonales si et seulement si w. v = 0.

e (Z) et () sont orthogonaux si et seulement si w et 7 sont colinéaires.

o (P5) et (P:) sont orthogonaux si et seulement si 7. 7" = 0

Relations métriques dans un triangle quelconque

On considére un triangle ABC' et on note I le milieu de [A,B].alors :
2

AB
MA? + MB? = 2IM? 4+ ~——( formule de la médiane)
—_— — 2
MA? — MB? =2IM.AB
_— 9 AB?
MAMB =1IM*—

4
Si de plus on note a = BC,b = AC,c = AB alors :
a® = b? + ¢ — 2bccos A et autres relations analogues ( formule d’Al-Kashi)

. DROITES ET PLANS DE L’ESPACE

a)Position relative de deux plans

Soient (#%) et (P+/) deux plans de vecteurs normaux 7 et n’.et d équations res-
pectives :
ax +by+cz+d=0ctdz+by+cdz+d =0

alors

o (P=) et (P) sont paralléles ,si et seulement si , 7 et 7’ sont colinéaires.

o (P+) et (P5/) sont sécants si et seulement si ,n et 1’ ne sont pas colinéaires.
Dans le cas ou les deux plans sont sécants ,leur intersection est une droite (&) ,ca-
ractérisée analytiquement par les solutions du systeme

ar +by+cz+d =0
dr+by+dz+d=0

Ce qui donne un systeme d’équations paramétriques de la droite (Z) sous la forme :

r =x9+ ka
=1+ kB ou k est un réel quelconque

z =2zZy+ kv

(%0, Yo, 20) étant les coordonnées d’un point de (2) et («a,3,7) les coordonnées d’un
vecteur directeur de (2).Ce résultat admet une réciproque.

b)Position relative d’une droite et d’un plan

(P%) et (D4) sont paralléles si et seulement si , 7 et w sont orthogonaua.

c)Position relative de trois plans

Lorsque trois plans ne sont pas paralléles deuzr a deuz, alors leur intersection est ,soit
wide ,soit une droite ,soit un point.

Analytiquement,cette intersection s’obtient en résolvant le systeme formé par les équations
cartésiennes des trois plans.

(©Francis Cortado KTEX Document
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